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Analiza Matematyczna 3, Wydzial Matematyki, lista 4

Kazda z catek

a) /01 dx /le dy/OHy f(z,y, 2)dz, / dx/ - x2 / T flz,y,2)dz

zapisz w postaci dwoch innych catek iterowanych. Po jakiej bryle V' liczona jest kazda z
tych catek?

Oblicz caltk / / / 22 4+ y?dx dydz, gdzie V jest ograniczona powierzchniami o réwna-
€ v Y Y g J g p

niach z = 11 22 + y? = 22. Wsk. Co to za bryla? Jakie wspétrzedne bedg tu najwygod-
niejsze?

Oblicz catke

/// dx dydz

p(l+z+y+2)3’

gdzie D jest czworo$cianem ograniczonym ptaszczyznamiz =0,y =0,z =0, x+y+2z = 1.
Oblicz objetoé¢ bryty, ktérg z kuli 22 + y? + 22 < a?, a > 0 wycina

(a) walec 22 + 4% < b?, 0 <b<a; (b)stozek 22 +y*= 2% (c) walec 22 + ¢y* = ax.
Oblicz objetos¢ bryly {(z,y,2) € R3: 1 < 2? + ¢ + 2% < 16, 22 < 2% + y°}.

Wyznaczy¢ wspotrzedne srodka ciezkosci bryty jednorodnej ograniczonej powierzchniami
(x/a)? + (y/b)* + (z/c)*> =11i2=0.

Bryta V C R3 ograniczona jest z dotu plaszczyzng o réwnaniu z = 0, a z géry powierzchnia
o réwnaniu (2% + y? + 22)? = a’zy, gdzie a > 0.

a) Sprobuj naszkicowac te bryte. Pytania pomocnicze: Czy jest ograniczona? Jak wyglada
jej rzut na Oxy?

b) Nawet jesli nie potrafisz naszkicowaé V', oblicz calke / / / 5 dx dy dz.

Odp. a*/144.

Sympleksem w R" nazywamy bryle ograniczona (hiper)ptaszczyznami uktadu, czyli zbio-
rami 1 = 0, 9 =0, ..., x, = 0 oraz (hiper)plaszczyzna z1 + x5 + ... + ©, = a, a > 0.

a) Dla a = 1 narysuj sympleksy w R? i w R3.

b) Oblicz w pamigci objeto$é sympleksu w R? i w R3, a przy uzyciu catki w R*.

¢) Odgadnij wzér na objetosé sympeksu w R” i udowodnij go za pomocg indukcji, iterujac
odpowiednig catke.

Oblicz objetos¢ kuli o promieniu R:

a) w przestrzeni R,

b) w przestrzeni R" (iterujac calke, sprowadz ja do mniejszego wymiaru, a otrzymasz
n/2

dowdd kroku indukcyjnego). Odp. Ve )R”.

Wykaz, ze
lim // sin(z? +y?) dv dy = 7,
lzl<n, lyl<n

n—oo

podczas gdy
lim // sin(z® 4 y?) dr dy = 0.
n—oo :p2+y2§27rn



Zad. 11. Wykaz, ze catka

2% — g2
—sdrd
//:c}l,y}l (2 +y2)2 Y

jest rozbiezna, mimo ze obie catki iterowane
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sg zbiezne.

Zad. 12. Wyznacz catki wielokrotne niewtasciwe

dxd dxd
T et
2) //xgy ¢ Ly ysaal 74 4 2 Y2’ c) 22492<1 /1 — 22 — 12

dz d drdyd
d) // L%y e) /// reyaz f) // zye~ @) da dy,
zy>1,2>1 2PYd 22+4y2422>1 (332 + y2 + ZZ)a [0,00) x[0,00)

gdzie a, p, q € R.

Zad. 13. Ustal, jaki jest zwiazek pomiedzy ponizszymi catkami i oblicz ich wartosci

/// e~ @) o dy dz / 2% dx.
R3 0



