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Zad. 1. Każdą z całek

a)
∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dy
∫ x+y

0
f(x, y, z) dz, b)

∫ 1

−1
dx
∫ √1−x2

−
√

1−x2
dy
∫ 1
√
x2+y2

f(x, y, z)dz

zapisz w postaci dwóch innych całek iterowanych. Po jakiej bryle V liczona jest każda z
tych całek?

Zad. 2. Oblicz całkę
∫∫∫

V

√
x2 + y2 dx dy dz, gdzie V jest ograniczona powierzchniami o równa-

niach z = 1 i x2 + y2 = z2. Wsk. Co to za bryła? Jakie współrzędne będą tu najwygod-
niejsze?

Zad. 3. Oblicz całkę ∫∫∫
D

dx dy dz

(1 + x+ y + z)3
,

gdzieD jest czworościanem ograniczonym płaszczyznami x = 0, y = 0, z = 0, x+y+z = 1.

Zad. 4. Oblicz objętość bryły, którą z kuli x2 + y2 + z2 ¬ a2, a > 0 wycina

(a) walec x2 + y2 ¬ b2, 0 < b < a; (b) stożek x2 + y2 = z2; (c) walec x2 + y2 = ax.

Zad. 5. Oblicz objętość bryły {(x, y, z) ∈ R3 : 1 ¬ x2 + y2 + z2 ¬ 16, z2 ¬ x2 + y2}.

Zad. 6. Wyznaczyć współrzędne środka ciężkości bryły jednorodnej ograniczonej powierzchniami
(x/a)2 + (y/b)2 + (z/c)2 = 1 i z = 0.

Zad. 7. Bryła V ⊂ R3 ograniczona jest z dołu płaszczyzną o równaniu z = 0, a z góry powierzchnią
o równaniu (x2 + y2 + z2)2 = a2xy, gdzie a > 0.

a) Spróbuj naszkicowac tę bryłę. Pytania pomocnicze: Czy jest ograniczona? Jak wygląda
jej rzut na Oxy?

b) Nawet jeśli nie potrafisz naszkicować V , oblicz całkę
∫∫∫

V

xyz

x2 + y2
dx dy dz.

Odp. a4/144.

Zad. 8. Sympleksem w Rn nazywamy bryłę ograniczoną (hiper)płaszczyznami układu, czyli zbio-
rami x1 = 0, x2 = 0, ..., xn = 0 oraz (hiper)płaszczyzną x1 + x2 + ...+ xn = a, a > 0.

a) Dla a = 1 narysuj sympleksy w R2 i w R3.

b) Oblicz w pamięci objętość sympleksu w R2 i w R3, a przy użyciu całki w R4.

c) Odgadnij wzór na objętość sympeksu w Rn i udowodnij go za pomocą indukcji, iterując
odpowiednią całkę.

Zad. 9. Oblicz objętość kuli o promieniu R:

a) w przestrzeni R5,

b) w przestrzeni Rn (iterując całkę, sprowadź ją do mniejszego wymiaru, a otrzymasz
dowód kroku indukcyjnego). Odp. πn/2

Γ(n2+1)R
n.

Zad. 10. Wykaż, że
lim
n→∞

∫∫
|x|¬n, |y|¬n

sin(x2 + y2) dx dy = π,

podczas gdy
lim
n→∞

∫∫
x2+y2¬2πn

sin(x2 + y2) dx dy = 0.



Zad. 11. Wykaż, ze całka ∫∫
x1, y1

x2 − y2

(x2 + y2)2
dx dy

jest rozbieżna, mimo że obie całki iterowane

∫ ∞
1

dx
∫ ∞

1

x2 − y2

(x2 + y2)2
dy oraz

∫ ∞
1

dy
∫ ∞

1

x2 − y2

(x2 + y2)2
dx

są zbieżne.

Zad. 12. Wyznacz całki wielokrotne niewłaściwe

a)
∫∫

x¬y
e−(x+y) dx dy b)

∫∫
yx2+1

dx dy

x4 + y2
, c)

∫∫
x2+y2¬1

dx dy√
1− x2 − y2

d)
∫∫

xy1, x1

dx dy

xpyq
e)
∫∫∫

x2+y2+z21

dx dy dz

(x2 + y2 + z2)α
f)
∫∫

[0,∞)×[0,∞)
xye−(x2+y2) dx dy,

gdzie α, p, q ∈ R.

Zad. 13. Ustal, jaki jest związek pomiędzy poniższymi całkami i oblicz ich wartości∫∫∫
R3
e−(x2+y2+z2) dx dy dz;

∫ ∞
0

x2e−x
2
dx.


